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Zamislimo model titrajnog sustava (harmonijskog oscilatora) – cvrste kuglice (u
daljnjem tekstu: cestice) mase m objesene o elasticnu oprugu, koja titra oko ravnoteznog
polozaja frekvencijom titranja ω . Taj jednostavni model moze se primijeniti u razlicitim
situacijama – za opis makroskopskih tijela koja osciliraju (mostovi, amortizeri, misićna
vlakna. . . ), tako i za opis vibracija molekula i atoma u kristalnim resetkama mnogih
materijala (kovina, minerala. . . ) u cvrstom stanju. Ukupna energija E cestice jednaka
je zbroju kineticke i (elasticne) potencijalne energije, koja ovisi o udaljenosti x od
ravnoteznog polozaja [1]




























Za neku opservabilnu velicinu (kraće: opservablu2 ) A definira se mjera odstupanja
od srednje vrijednosti te opservable, a naziva se jos i pogreska mjerenja ili neodre -denost
u odre -divanju tocne vrijednosti te velicine
ΔA = A − 〈A〉 , (2)
gdje je 〈A〉 srednja vrijednost (aritmeticka sredina) opservable A . S obzirom da za




znaci da linearni oblik pogresaka ne moze posluziti kao mjera za rasap rezultata mjerenja.













prosjecna vrijednost kvadrata opservable A , a 〈A〉 prosjecna vrijednost









〉− 2〈 x〉 〈 x〉 + 〈 x〉 2. (5)
Kako se radi o periodicnom gibanju, tj. titranju oko ravnoteznog polozaja x = 0,
zbog simetrije se ponistavaju sve pozitivne i negativne vrijednosti opservabli x i p pa
1 Autor je profesor fizike; e-posta: rpesic@net.hr
2 Fizicka velicina koju je moguće izmjeriti; u kvantnoj mehanici takve velicine su predocene matricom ili
operatorom.
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S obzirom da ukupna energija ima konstantnu vrijednost (sjetimo se zakona ocuvanja
energije) mozemo je izjednaciti s njenom prosjecnom vrijednosću, tj. E = 〈E〉 .























Zanima nas kolikom najvećom tocnosću mozemo odrediti vrijednost energije kvantnog
oscilatora odnosno kolika je najmanja vrijednost njegove energije. Zato moramo naći
























)4 + mω2 = 4mω2 > 0,
a to znaci da u tim tockama funkcija poprima minimalnu vrijednost, koju dobivamo
















Sre -divanjem dobivamo E =
-hω
2
, sto je upravo energija osnovnog stanja







-hω , n = 0, 1, 2, 3, . . .
Na slici se lijepo vidi krivulja ukupne energije oscilatora i njena minimalna vrijednost
u ovisnosti o varijabli neodre -denosti polozaja Δx . Primijetimo da je razlika energija
dvaju susjednih stanja jednaka En −En−1 = -hω , sto znaci da oscilator moze emitirati ili
apsorbirati samo diskretne “paketiće” energije iznosa -hω , u skladu s fundamentalnom
Planckovom formulom. Zanimljivo je da ako u prije navedenoj Heisenbergovoj relaciji
neodre -denosti izostavimo faktor 2 (nemamo vise minimalni uvjet neodre -denosti polozaja),
pa s njom provedemo isti racun, za minimalnu energiju dobivamo Planckov rezultat
E = -hω (9)
sto je energija jednog kvanta energije (fotona) frekvencije ω .
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Slika 1. Krivulja ukupne energije na kojoj je oznacena energija osnovnog stanja kvantnog
oscilatora (n = 0) . Prikazane su dvije zrcalno simetricne, fizikalno potpuno ekvivalentne
krivulje koje odgovaraju pozitivnoj i negativnoj vrijednosti Δx .
Neodre -denost energije (pobu -denog) stanja ΔE je, prema (9), jednaka
ΔE = -hΔω , (10)
gdje je ω frekvencija emitiranog (apsorbiranog) fotona. Emisija (apsorpcija) fotona
nije trenutna. Ona traje odre -deno vrijeme dok je atom u pobu -denom stanju, nakon cega
se atom deekscitira, tj. vraća se u osnovno stanje. Vrijeme trajanja pobu -denog stanja
naziva se srednje vrijeme zivota stanja i uobicajeno se oznacava grckim slovom τ (citaj:
tau).










sto znaci da je neodre -denost u energiji povezana sa srednjim vremenom zivota pobu -denog
stanja. Sto stanje dulje traje, to je tocnije odre -dena njegova energija. Kod optickih
prijelaza u atomima koji tada emitiraju vidljivu svjetlost imamo
ω ≈ 3 · 1015 Hz, τ ≈ 10−7 − 10−8 s.
Primijetimo jos da je (12) upravo Heisenbergova relacija neodre -denosti za promatranje
energije i vremenskog intervala.
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